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Resumen

En la actualidad, el tema de la integracion eficiente de las tecnologias en la ensefianza
de la matemética es un tema controvertido dada las dificultades que encuentran los
profesores para establecer relaciones entre el contenido matematico y las posibilidades
que ofrecen los programas informaticos. Al respecto, consideramos que una forma de
favorecer tales relaciones es mediante la participacion del profesorado en experiencias
de formacién que ayuden a mejorar la comprension de los objetos matematicos que se
ensefian, apoyados en recursos tecnologicos como el GeoGebra. En tal sentido, este
trabajo presenta una secuencia para analizar los efectos geométricos provocados por
la variacion de los parametros de la funcion f(x) = ax + b. Los efectos de cambio de
direccion y traslacion que experimentan la familia de rectas correspondientes a la
expresion antes indicada, son visualizados y explorados mediante la herramienta
“Deslizador” del GeoGebra. La secuencia consta de tres pasos referidos a los valores
posibles de los parametros a y b. Consideramos que este tipo de secuencias brinda al
profesor la oportunidad de potenciar su pensamiento matematico, tener un mejor
dominio de los contenidos que ensefia y contribuir con su practica en la mejora de la
calidad de la matematica escolar.

INTRODUCCION

Por muchos afios la ensefianza de las funciones reales de variable real (afin, cuadrética,
etc.) en el nivel de Educacién Media se ha caracterizado por el desarrollo de métodos
centrados mayormente en la memorizacion y aplicacion directa de formulas y
procedimientos de la resoluciéon de ejercicios tipicos. Como consecuencia, muchas
veces los alumnos no logran “comprender” las caracteristicas esenciales y el
comportamiento de determinadas funciones a partir de su forma simbolica (Darmawan
& lwan, 2011). La situacion tiende a agravarse ante la presencia de profesores de
Matematica con dificultades para interpretar adecuadamente el comportamiento de una
funcién afin determinada desde el punto de vista de su grafica. Este hecho refleja la
necesidad de promover experiencias formativas donde los profesores de Matematica

tengan la oportunidad de mejorar su capacidad, para comprender los efectos
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geométricos asociados a la variacion de los parametros de la expresion que define una
funcion.

Algunas investigaciones han mostrado lo provechoso de utilizar recursos tecnoldgicos,
como el GeoGebra, para la aprehension de tales efectos. Al respecto, Bayazit y Aksoy
(2010) sefialan que el GeoGebra es una herramienta de ensefianza potente que permite
integrar el uso de las expresiones algebraicas y sus representaciones graficas y, por lo
tanto, si esta es integrada a la practica del profesor los estudiantes tendran una
oportunidad de comprender el significado subyacente de las normas, los procedimientos
y el hecho, conocimientos asociados a las nociones de ecuaciones y funciones. En este
trabajo se plantea una secuencia para el analisis de la relacion existente entre la
variacion de los parametros de la funcion afin y los efectos geométricos que esta accién
produce en la grafica, haciendo uso del GeoGebra, con el objetivo de proporcionar a los
profesores un instrumento para la apropiacién, comprensién y ensefianza de estos

contenidos.

CONSIDERACIONES METODOLOGICAS DEL DISENO

La secuencia aqui descrita se ha disefiado a partir de las siguientes consideraciones: (i)
la variacion de los parametros en la expresion general f(x) = ax + b produce efectos
geométricos “globales” sobre la representacion grafica de la funcion afin
correspondiente y, a su vez, (ii) estos efectos experimentados por la gréfica (la recta)
pueden ser analizados mediante el uso del GeoGebra. Los efectos que se analizan son de
dos tipos: cambio de pendiente y traslacion, los cuales se caracterizan por las
diferencias percibidas en cuanto al angulo de inclinacion y/o la posicién relativa que
tiene una recta con respeto a aquella correspondiente a la funcién identidad, cuya
expresion es f(x) = x y que actia como referente. Dado que la variacion de cada
pardmetro de f(x) = ax + b produce un efecto Unico sobre la recta, se realiza el
analisis de ambos efectos por separado, procurando con ello una mejor comprension del
topico.

La utilizacion del GeoGebra para el analisis consiste basicamente en crear y usar dos
deslizadores asociados univocamente a los parametros de la expresion f(x) = ax + b,
cuyos valores se ajustan convenientemente, para cada intervalo [minimo, maximo]
establecido a lo largo de la secuencia. De esta manera, el uso de un deslizador, esto es,
el ajuste del parametro correspondiente dentro del intervalo conlleva a que se puedan

apreciar las caracteristicas de determinado efecto sobre la recta. Ademas, en el caso de
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cambio de pendiente, es necesario construir el angulo formado entre el eje x y la recta
correspondiente a f(x) = ax + b para visualizar el cambio de direccion experimentado

por estas rectas.

DESCRIPCION DE LA SECUENCIA
A continuacién, se describe la secuencia de analisis organizada en dos apartados que

responden a los efectos mencionados:

Cambio de pendiente

La variacion del parametro a de la funcion afin produce un efecto sobre la recta
candnica llamado cambio de pendiente. Este efecto se relaciona con los cambios de
inclinacion que experimenta una recta con respecto al eje de las abscisas. En el analisis
se toma como referente la inclinacion de la recta correspondiente a la funcion identidad
f(x) =x, la cual forma un angulo de 45° con el eje x (medido desde el eje hasta la
recta, en sentido contrario a las agujas del reloj). En este sentido consideramos que
cualquier recta con un angulo de inclinacién diferente es una consecuencia de la
variacion del parametro apara un valor distinto de 1. Para dotar de sentido a este efecto

utilizando el GeoGebra, es conveniente realizar el andlisis en dos momentos:
Cuando b=0: Anélisis del cambio de pendiente en la funcién lineal

Cuando el valor del pardmetro b es igual a 0, la forma general de la funcion afin se
reduce a f(x) = ax, la cual es representativa de una familia muy particular de estas
funciones, denominada ““funcién lineal”. La caracteristica mas resaltante de toda funcion
lineal es que su grafica “pasa” por el origen del sistema de coordenadas. Dado que el
parametro a puede tomar cualquier valor real, es conveniente orientar el analisis del
cambio de pendiente para ciertos valores de este, los cuales seran considerados en el
analisis como “singulares”. Por ejemplo, a = 1 se considera un valor singular debido a
que la recta definida por f(x) = x corresponde a la funcion identidad y, al ser esta
considerada como referente del cambio, no es posible que se perciba algun efecto
geomeétrico.

Otro valor que consideramos singular es cuando a = 0, donde la recta correspondiente
adquiere una direccion particular: horizontal (su angulo de inclinacién es 0° o 180°).
Estos dos valores nos permiten dividir el estudio del cambio de pendiente en los

siguientes tres casos:
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a) Caso 1. Cuando a variaen [1, +o0)
Para saber lo que ocurre a la recta referente cuando a varia en [1,+o0) utilizando
GeoGebra, se debe ajustar el intervalo del deslizador convenientemente, por
ejemplo, con valores para el minimo de 1 y méaximo de 20, 60 y 100,
respectivamente, con el proposito de relacionar el cambio de pendiente con los
elementos de la gréfica (la recta referente y el eje y). Luego de activar la opcion
“Animacion Automatica” al deslizador, y observar lo que sucede en cada intervalo
es posible concluir lo siguiente: (i) a medida que a se acerca a un valor maximo
cada vez mayor, el angulo de inclinacién observado tiende a ser 90° y, en
consecuencia, la recta se acerca mas al eje de las ordenadas, y (ii) para cualquier
valor de a en el intervalo se observa la familia de rectas cuyos angulos de
inclinacion estan entre 45°y 90° (ver Figura 1a).

b) Caso 2: Cuando a varia entre [0, 1]
Para visualizar lo que le ocurre a la recta referente en este caso, debemos ajustar el
intervalo del deslizador, para un minimo y maximo de 0 y 1 respectivamente. Dada
la proximidad entre los extremos, es conveniente utilizar un incremento de 0.1 ya
que esto permite apreciar una mayor cantidad de rectas en el intervalo. Luego de
esto, el uso de la “Animacion Automatica” permite observar el cambio de pendiente
y concluir lo siguiente: (i) a medida que a se acerca al valor minimo del intervalo,
el angulo de inclinacion de la recta disminuye hasta llegar a ser 0° y, en
consecuencia f(x) = 0 determina una recta horizontal que coincide con el eje de las
abscisas, y (ii) la variacion de a en el intervalo permite apreciar la familia de rectas
cuyos angulos de inclinacion estan entre 0° y 45°, ambos inclusive (ver Figura 1b).

c) Caso 3: Cuando a variaen (—oo,0]
Para analizar el efecto cambio de pendiente cuando a varia en (—o, 0], procedemos
de forma analoga al caso 1, es decir, ajustando el intervalo del deslizador para
distintos valores del minimo, por ejemplo para -100, -60 y -20, con un maximo de
0. Tras activar la “Animacion Automatica” del deslizador, podemos observar que en
los tres intervalos se concluye que: (i) a medida que a se acerca a un minimo cada
vez menor, el angulo de inclinacion observado tiende a ser 90° y, en consecuencia,
la recta correspondiente se acerca mas al eje de las ordenadas, (ii) a medida que a se
acerca al valor maximo, el angulo de inclinacion de la recta aumenta hasta llegar a

ser 180°,de tal modo que ésta es horizontal, y coincidente con el eje de las abscisas,
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(iii) Cuando a toma el valor de -1, la recta f(x) = ax es perpendicular a la
canodnica, por tanto el angulo de inclinacion es de 45° 4 90° = 135° vy, (iv) la
variacion de a en el intervalo permite apreciar la familia de rectas cuyos angulos de

inclinacion estan entre 90°y 180° (ver Figura 1c).

‘A

(@) (b) (c)

Figura 1. Cambios de pendiente producidos por la variacion del parametro a

Cuando b #0: Analisis del cambio de pendiente de la graficade f(x) = ax + b

En este caso, el cambio de pendiente experimentado por la familia de rectas que
comparten un mismo valor de b (no nulo) tiene las mismas caracteristicas del caso
anterior, con la diferencia puesta en el punto de corte con el eje y. En este caso, las
rectas de la familia cortan al eje de las ordenadas en un punto distinto al origen del
sistema. Este corte define un efecto distinto al cambio de pendiente que es analizado en

el apartado siguiente. Por ejemplo, si nos referimos a las rectas definidas por la

expresion f(x) = ax + % donde el intervalo del parametro a se ajusta con valores para el

minimo de 1 y maximo de 60 y b toma el valor fijo de % el efecto de cambio de

pendiente, esto es, la variacién en el angulo de inclinacion de cada recta de la familia
con respecto al eje x, puede ser observado claramente con solo dibujar la recta paralela

al eje x que pasa por el punto de corte de f(x) = ax +§ con el eje y (ver Figura 2).

Como puede verse, esta recta estd determinada por la ecuacion y = %

35 4 45

Figura 2. Cambios de pendientes en la familia de rectas definidas por f(x) = ax + %
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Traslacion

El efecto sobre la recta candnica que produce la variacion del parametro b de la funcion
afin es llamado traslacion. Este efecto se relaciona con los cambios de posicion que
experimenta una familia de rectas con respecto a la posicion que ocupa el referente. El
desplazamiento observado por las rectas asociadas a f(x) = ax + b tras la variacién de
b se da en la direccion “vertical” y en dos sentidos segun la posicion ocupada por la
recta candnica: hacia arriba o hacia abajo de esta. Para visualizar este efecto con
GeoGebra basta con ajustar el deslizador de b en un intervalo [minimo, maximo]
conveniente, y realizar el analisis para una familia de rectas determinadas, por ejemplo,
la correspondiente a la expresion f(x) = 3x + b, donde f(x) =3x actla como
referente del efecto. Procurando una mejor visualizacion de este efecto, el ajuste del
deslizador asociado al parametro b se hace en tres momentos, considerando al 0 como

un valor critico pues el pardmetro no lo toma.

Caso 1: Cuando b varia en (0,)

La variacion de b en este intervalo muestra la familia de rectas de f(x) = 3x + b que
se han traslado “hacia arriba” de la recta referente. Este efecto se observa con cualquier
par de valores positivos para el minimo y maximo del intervalo, por ejemplo 1 y 20,
respectivamente. Luego de activar la “Animacién Automatica” se puede ver que, tras la
variacion del parametro b, el valor que éste toma coincide con el valor de la ordenada

del punto (0, b) que corta al eje y (ver Figura 2a).

Caso 2: Cuando b varia en (—,0)

Al igual que el caso anterior, la variacion de b en un intervalo con valores minimo y
maximo negativo (p.e., -20 y -1, respectivamente) muestra una familia de rectas que se
han trasladado “hacia abajo” de la recta referente. Ademas, se observa que el valor del

parametro b coincide con la ordenada de (0, b), punto que corta al eje y (ver Figura 2Db).

Caso 3: Cuando b varia en (—o0,)

En este caso es posible observar ambas familias de rectas, las desplazadas hacia arriba y
hacia abajo de f(x) =3x (la referente). Para ello basta con ajustar el intervalo
[minimo, méaximo] del deslizador de b con valores de signos distintos, por ejemplo, de -
10 y 10, y activar la “Animacion Automatica” (ver Figura 1c). Para una mejor
comprension de este efecto, resulta mas conveniente el analisis como se muestra en este
caso ya que: (i) en cualquier sentido de la traslacion, hacia arriba o hacia abajo, las

rectas que se desplazan en el intervalo tienen la misma pendiente debido a que a tiene
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un valor fijo vy, (ii) el valor que toma el parametro b al manipular el deslizador siempre
se corresponde con el valor de la ordenada del punto de corte con el eje y, lo que otorga
un sentido a la idea de ordenada en el origen.

flx) =3+ b

(a) (b) (c)

Figura 3. Traslaciones producidas por la variacion del parametro b.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Esta secuencia constituye una manera de dotar de sentido a los efectos geométricos
asociados a la variacion de los parametros de la funcion f(x) = ax + b, con el doble
proposito para la formacion de profesores de Matematica de: (i) ampliar la compresion
del tépico que subyace vy (ii) favorecer los procesos de integracion eficiente de recursos
tecnoldgicos en la préctica de ensefianza de la matematica. En cuanto a los recursos,
Hohenwarter (2006) sefiala que actualmente es posible tratar con funciones matematicas
mediante el uso de los conocidos programas de geometria dinamica vy, al respecto, el
autor asegura que el GeoGebra ofrece varias ventajas educativas en comparaciéon con
los demas programas de este tipo y con los métodos tradicionales de ensefianza.
Ademas, debido a que las graficas son muy posiblemente la forma de representacion
mas significativa de las funciones en el &mbito escolar (Basurto y Gallardo, 2011), la
propuesta aqui descrita permite desarrollar habilidades para anticipar el comportamiento
de una recta dada la forma de su expresion simbolica, cuestion que puede convertirse en
objeto de ensefianza y que es de gran valor para la poblacion de estudiantes de
Educacion Media, impactando asi en los métodos de ensefianza, especialmente en el

disefio de secuencias didacticas y de tareas matematicas para estos alumnos.
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