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Resumo

Registramos no Brasil a escassez de trabalhos com interesse na transi¢ao interna do
Calculo em Uma Variavel Real — CUV para o Célculo a Varias Variaveis - CVV. Nas
investigacOes recentemente desenvolvidas com este objeto de investigagdo (ALVES,
2011; ALVES & BORGES NETO, 2012; ALVES; BORGES NETO & INGAR, 2012)),
destacamos o papel da tecnologia no sentido de promover a visualizagdo e a apreensao

perceptiva de propriedades de objetos matematicos no espaco IR*e IR®. Assim, com o
auxilio do Geogebra, podemos discutir situagdes do CVV que admitem uma
interpretacdo imediata no contexto do CUV e possiveis ligacdes conceituais
evidenciadas pelo CAS Maple. Tal perspectiva que orienta a abordagem didatica que
discutiremos pode favorecer ao aprendiz, o entendimento acerca da ligacéo conceitual,
com apoio na representacdo gréfica, dos conceitos estudados tanto no CUV como no

CVV que s&o discutidos, de modo prioritario, no espaco IR* e IR®.
1. Introducéo

Identificamos no Brasil, mesmo que de modo incipiente, estudos que buscam
compreender, investigar e compreender as mudancas enfrentadas pelos estudantes
académicos, no periodo de um a dois anos em estudo no locus académico. Ora, no
Brasil, esse periodo corresponde, de modo geral, 0 espaco de tempo em que os alunos
tomam o primeiro contato com o Célculo em Uma Varidvel Real — CUV e, no ano
subseqiente, com o Célculo a Vérias Variaveis — CVV.

Nada mais natural esperar do aluno a manifestacdo da expectativa a respeito do fato de
que o conteudo apreendido ou, pelo menos, explicado pelo professor no primeiro
periodo de estudo do CUV, funcione e facilite a apreensdo e/ou o entendimento no
contexto do CVV, todavia, tal fato nem sempre se manifesta de modo automatico.
Assim, diante dos entraves indicados na literatura no Brasil em relacdo a transicéo
interna (ALVES, 2011) do Calculo, trazemos exemplos de situacbes, que envolvem
uma visdo de complementaridade entre o software Geogebra e, dada a complexidade
dos conceitos do CVV, outro sera usado, como o caso do software que constitui um
Sistema de Computacao Algébrica — CAS Maple.
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2. Transicdo interna do Céalculo

Temos observado ha décadas vigor na producédo de investigaces no contexto de ensino
do Célculo em Uma Variavel Real — CUV, todavia, sobretudo no Brasil, divisamos a
escassez de estudos pertinentes ao ensino do Célculo Diferencial e Integral a Vérias
Variaveis — CVV. Por outro lado, a identificacdo de sérios entraves, ha décadas
indicados no CUV e digna, também, de atencdo e vigilancia dos professores no contexto
de ensino do CVV, posto que, muitos destes problemas e entraves tendem a se
manifestar, respeitadas algumas particularidades e especificidades, em ambos os
contextos de ensino académico (ALVES, BORGES NETO & MACHADO, 2007;
ALVES, 2011; ALVES, BORGES NETO & INGAR, 2012).

Acentuamos 0 uso, numa perspectiva de complementaridade, dos softwares Geogebra e
do CAS Maple permitem a descricdo de um cenario de atividades de investigacéo
inexequiveis quando restritas ao ambiente lapis/papel, fato que pode transformar e evitar
uma aprendizagem apoiada apenas na reproducdo automatica de técnicas algoritmicas

sofisticadas, embora, em varias circunstancias, desprovidas de significado conceitual
para o aprendiz. No proximo segmento, priorizaremos exemplos nos espagos IR* e IR®.

3. Exemplos de situagdes do CVV com uso do Geogebra

O estudo do CUV, com base na abordagem dos livros de Calculo, se restringe na
exploragdo dos conceitos no IR?. Por outro lado, os conceitos do CVV, que possuem
uma fundamentacdo formal em Analise no IR", sdo explorados, de modo predominante,

no espaco IR® e, com raras excecbes, no IR*. Por outro lado, a percepcdo e o
entendimento, a partir da visualizacdo, desses objetos conceituais, pode atuar no sentido
de proporcionar uma transicéo interna (ALVES, 2011), do CUV para o CVV, de modo
adequado. Nos casos em que discutimos neste trabalho, destacaremos as relagdes

conceituais entre representacdes algebricas e geométricas, do CUV e do CVV.
Por exemplo, no CVV, estudam-se fungdes do tipo f(x,y)=x*y—xy®. Ora, um gréafico

desta natureza € impraticavel de se descrever, somente com lapis e papel. Ademais,
quais sdo propriedades que podemos investigar relacionadas com esta funcdo, no
contexto do CVV, que podem ser analisadas no contexto do CUV e, reciprocamente?

Reparemos que, nesse caso, temos f :IR* — IR e, o estudante deve compreender, por
exemplo, que as funcbes f(3,y) e f(x,3), sdo as restricdes da fungédo f(x,y), para

um subconjunto do seu dominio que é o IR?.
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Com uma ideia semelhante, destacamos na figura 2, as funcdes r(x)=sen(x?)/x* e
r(x,y) =sen(x* +y?)/(x* +y?). A situagdo que buscamos significar, com base nos
graficos exibidos abaixo, é a qualidade de limitacdo da imagem das funcgdes, nas

proximidades das origens do IR® e do IR®. Com base ainda nas relacdes conceituais

extraidas dos gréaficos, concluimos, com o grafico gerado pelo Geogebra que

Iirrg sen(xz)/x2 =1 (lado esquerdo). De modo semelhante, com base na figura 1(lado

direito) escrevemos  lim sen(x* + yz)/(x2 +y?)=1.
(x)-(00)

2
r(x)= .s‘er;gx )

% A \//\\j o

Figura 1: Descricdo de imagem limitada de func¢fes com o Geogebra e 0 CAS Maple
Tanto no CUV como no CVV, se estuda a nogdo de imagem ilimitada de fungbes. Do

ponto de vista topologico, dizer que uma funcdo f :IR" — IR é ilimitada significa que,
ndo conseguimos obter uma bola no espaco IR", de modo que sua imagem (ou gréafico)
ndo se encontra dentro da bola. No CUV, destacamos na figura 2 (lado esquerdo) uma

circunferéncia e a funcéo 1/x. Mas, no lado direito da mesma figura, visualizamos o
grafico de 1/(x+y) e, nas vizinhangas da origem (0,0,0), possui um comportamento
semelhante a fungdo 1/x, ou seja, ndo conseguimos uma bola (em nenhum dos dois

casos) que contenha o grafico dessas fungdes (ver fig. 2, lado esquerdo).

IR

Figura 2: Descricao de imagem ilimitada de func¢6es com o Geogebra e 0 CAS Maple
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No CUV estuda-se a nogao de funcdo derivavel, por outro lado, no CVV, estudamos a
nocdo de funcdo diferenciavel. Geometricamente, no CUV, a interpretacdo intuitiva
deste conceito relaciona-se com a nocao de coincidéncia entre o gréafico de uma funcéo

y = f(x) e uma reta tangente nesse ponto. No CVV, temos a noc¢do de plano tangente

ao grafico de uma funcdo. Por outro lado, a imagem metafdrica sugerida pelos autores

de livros didaticos, € significada por meio da nogédo de “bico” ou “quina” (fig. 3).
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Figura 3: Descri¢do da nocéo da perda de diferenciabilidade com o Geogebra e 0 CAS Maple
Por exemplo, na figura 3, do lado esquerdo, descrevemos o grafico da funcgdo

g(x):l—(xz)%, enquanto que do lado direito, vislumbramos o grafico da funcao

g(x, y):l—(x2+y2)%. Reparemos que em ambos as situagcdes, percebemos a

identificacdo de “bicos” ou “quinas” nos graficos, nas proximidades da origem. Assim,
depreendemos a perda de diferenciabilidade de ambas as funcdes, e relagdes conceituais

entre os graficos exibidos no IR? e IR®.

Vejamos outro exemplo com as funcdes h(x,y):(x2+y2)cos(ij e
X+Yy

1 . L .
h(x) = (xz)cos(;). Uma das maneiras tradicionais de calcularmos tal limite pode ser
por intermédio do uso do teorema do sanduiche estudado no contexto do CUV. Com o

. . ~ 1
apoio do Geogebra, compreender as seguintes relacGes —XZS(XZ)COS(—jSXZ(nO
X

CUV). Todavia, no IR®, com apoio nos graficos fornecidos pelo CAS Maple,

percebemos 0 mesmo comportamento relativo ao CUV
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Figura 4: Relages evidenciadas com o Geogebraeo CAS Maple do teorema do sanduiche
Na figura 5, divisamos outro exemplo de conceito que pode ser significado com base na

descricdo e modelo matematico do CUV. De fato, com o Geogebra, obtém-se o grafico
das fungdes y=x*> e y=-x* que constituem as duas curvas parametrizadas por
alt)=(t,t°) e AB(t)=(t,—t?) sobre a regido do espaco aonde temos definido o

paraboldide hiperbdlico, conhecido com um comportamento de “sela” (fig. 5).
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Figura 5: Descricao da nogdo da curva de nivel e de sela com o Geogebra e o CAS Maple
NO CVV, podemos investigar a existtncia do  seguinte  limite

lim f (XO +AX! yO)_ f(XO’ yO)

que, caso exista, é definido como a derivada parcial da
AX—0 AX

funcdo f(x,y) e denotamos por Z—f(xo,yo), no ponto (x,,Y,). Neste caso, lidamos
X
com a restricdo da funcdo f(x,y,). Por exemplo, se consideramos a fungéo
f(x,y)=4—x>-2y*. Avaliamos %(1,1):—2 que, no CUV, é justamente a
X

declividade da reta descrita por (y—1)=-2(x-1). Na figura 6, divisamos as relagdes
entre os graficos exibidos. O elemento invariante nesse caso, € que 0 entendimento,
segundo o qual, tanto no CUV como no CVV, se obtém a declividade de uma reta.

Na figura 6, exibimos uma constru¢do com o Geogebra que evidencia 0 comportamento

da declividade da reta tangente, sobre uma curva obtida pela intersecdo da superficie
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descrita pelo gréafico da funcdo f(x,y)=4-x*—-2y?, com o plano de equagio y=1. A

construcdo geométrica da obtencdo da derivada parcial é exibida na figura 6 (lado
esquerdo) e percebemos as devidas relagdes.

IR?

ehlividade = -2

ST T ]

W f,y)=a-x7 -2y

Figura 6: Descrigdo com o auxilio do Geogebra da restricdo da fungdo e o comportamento da
declividade que coincide com a nogdo de derivada parcial no CVV

Para concluir, consideremos a seguinte equacdo em termos de duas variaveis
y® +16y—32x>+32x=0. Reparemos, com base na figura 5 (lado esquerdo), que o
locus descrito por tal equacdo, define um subconjunto do IR® que, aparentemente,

possui as propriedades de ser o grafico de uma fungdo de y como variavel de x, todavia,
Krantz & Parks (2002, p. 2) sublinham que “nenhum férmula para tal fungéo existe.”.

Por outro lado, quando escrevemos Yy°+16y=32x>-32x, para cada valor fixado

x € IR, descrevemos a familia de fungbes y° +16y =k, com k =32x° —32x.
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Figura 7: Com o Geogebra obtemos a descricdo de uma familia de fungdes
Por fim, o processo de integracdo no contexto do CUV, é recorrente a orientacdo dos

autores de livros didaticos no Brasil, fornecer a descricdo do processo de obtencdo da
area de uma regido no plano IR® que se encontra abaixo do eixo das ordenadas. De fato,

na figura 7, divisamos com relativa facilidade o trecho abaixo do eixo. Por outro lado, o
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trecho da curva que exibimos no plano (lado esquerdo, figura 7), corresponde

exatamente a uma das restricdes da funcdo h(x,y) = ysen(xy), relativa ao seu dominio

aqui considerado como [1,2x[07]. Comparemos seu comportamento com base na fig. 8.

of 05 1 15

Figura 8: Visualizacdo da regido de integracdo no IR? eno IR®
Desse modo, dada a representacéo grafica fornecida pelo computador, podemos extrair

e descrever o comportamento particular nessa regido [1,2]x[0, 7] e compreender, com 0

auxilio do Geogebra, a regido que se encontra abaixo do plano xOy, bem com a regido
do espaco abaixo do grafico. Apesar de que, quando restringimos tal tarefa ao quadro
analitico, este elemento comum a ambos 0s contextos é desconsiderado, com 0 uso da
tecnologia, evidenciamos um comportamento e raciocinio semelhante.

CONSIDERACOES FINAIS
Nessa comunicacgdo, evidenciamos uma perspectiva de exploracdo didatica envolvendo

as possibilidades de complementaridade com vistas ao apoio ao entendimento,
proporcionado pelos softwares Geogebra e Maple. Nos casos que discutimos ha pouco,
evidenciam o papel do Geogebra no sentido de proporcionar a compreensdo de
determinadas propriedades atinentes ao CUV e ao CVV no cenario da transicao interna.
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