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Resumo

O logotipo da Olimpiada Brasileira da Matematica pode ser visto no sitio da OBM, que
estd referenciado. Sua construcdo no GeoGebra utiliza conceitos importantes da
Matematica, tais como o Segmento Aureo (que para sua utilizacdo, sera construido
uma ferramenta especifica para obté-lo); a construgdo de cinco circunferéncias
tangentes a duas circunferéncias concéntricas (essa constru¢do depende da razdo entre
0 raio da circunferéncia maior e o raio da circunferéncia menor, envolvendo para isso,
funcdes trigonométricas); a inversdo de pontos em relacdo a uma circunferéncia
utilizando um teorema que garante que ““O inverso de uma circunferéncia que nao
passa pelo centro de inversdo é uma outra circunferéncia” e finalmente o conceito de
homotetia, para a construgéao final.

O Logotipo da Olimpiada Brasileira de Matematica
O objetivo do minicurso € construir o logotipo da Olimpiada Brasileira de

Matematica (OBM), por meio do software GeoGebra. O logotipo apds a construcao

final é dado na figura a seguir, e possui animagao.

Figura 1 — logotipo da OBM
Fonte: Autores
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A primeira construcao necessaria € o segmento aureo de um segmento dado.

Figura 2 — CB é o segmento 4ureo de AC
Fonte: Autores

Dado um segmento AB arbitrario de medida a, como na figura 2, seu segmento

aureo CB de medida x, € o segmento tal que:
AB_CB L3 X v —ad-—axe X +ax—a’=0.
CB AC X a-—X
Calculando-se as raizes desta equacdo em X, obtém-se:
L _—atva’t4a’ _a(-1£y5)
- 2 2

Como x é a medida de um segmento, utilizamos apenas a raiz positiva

o a(\/g—l)
2

para a obtencdo do ponto C no segmento AB. Durante 0 minicurso, sera

construida a ferramenta para construcéo de CB.
Na sequéncia, serdo dados 0s passos para a construgao de cinco circunferéncias
de mesmo raio, tangentes entre si e todas, tangentes a duas circunferéncias concéntricas,

como na figura 3 a seguir.

Figura 3 — cinco circunferéncias, de mesmo raio, tangentes entre si e
todas, tangentes a duas circunferéncias concéntricas.
Fonte: Autores
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A construgdo dependera da razdo entre os raios das circunferéncias concéntricas.
Consideraremos a medida do raio da circunferéncia maior R, e a medida do raio da
circunferéncia menor r.

Note que dessa forma, o didmetro de cada uma das circunferéncias iguais é a

diferenga R — r (figura 4).

Figura 4 — o didmetro das cinco circunferéncias iguais é R —r.
Fonte: Autores

Por outro lado, os centros dessas cinco circunferéncias de diametro R — r

R-r_R+r
2 2

Como a construgdo de um pentdgono regular depende do segmento aureo do

formam um pentagono inscrito em um circulo de raios = r +

raio, para encontrar os vértices do pentagono, que como se pode observar serdo 0s
centros das cinco circunferéncias de raios iguais, sera necessario neste momento,
utilizar a ferramenta para construcéo de segmento aureo.

Observe na figura 5 a seguir, que o triangulo OBM é retangulo em M, pois M é o
ponto médio da corda AB da circunferéncia pontilhada.
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Figura 5 — OBM € um triangulo retangulo.
Fonte: Autores

Como BM é um raio de uma das cinco circunferéncias de raios iguais, temos que

BM = % . Lembrando que os centros de duas circunferéncias e o ponto de tangéncia
sdo0 sempre colineares, obtemos OB = R; r.
Assim,
. R-r
180" |_ 2 _R-r
sen( 5 j_ Rir R+r
2

< (R+r)sen36°=R-r < R(l—sen36°)= r(l+sen36°)<:>

1+sen 36° 0
C}B:( )<:>r=R 1-sen36

r (1—sen 360) 1+sen36°

Por meio do GeoGebra constrdi-se as duas circunferéncias concéntricas, cujos
raios tém essa proporcao.

Para continuar a construcao, necessita-se de dois conceitos, o primeiro é o de
homotetia. Seja O um ponto e k um ndmero positivo. A homotetia de centro O e razdo k
é uma transformacéo no plano Euclidiano que fixa O e aplica um ponto P distinto de O

em um Gnico ponto P em na reta OP, tal que:

OP" =k(OP)
Um outro conceito necessario para a construcao do logotipo é o de inversdo de

um ponto em relacdo a uma circunferéncia.
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Um ponto A' é o inverso de um ponto A em relagdo a uma circunferéncia de
centro O e raio r dada, se OA.OA'=r?. O ponto O é chamado centro de inverséo.

Um resultado bastante conhecido e que ndo serd demonstrado neste artigo é o
Lema a seguir.
Lema: Seja 6 uma circunferéncia de centro C distinto de O e raio s. Entdo, a homotetia
de centro O e raio k, aplica & em uma circunferéncia & de centro C” e raio ks.

O resultado a seguir, finaliza os conceitos e resultados necessarios para a
construcéo do logotipo.
Teorema: Seja y um circulo de raio de medida r e centro O, e & uma circunferéncia de
centro C e raio de medida s. Suponhamos que O localiza-se no exterior de 6. Seja p, a
potencia do ponto O em relacdo a 8. Seja k = (r’/p). Entéo, a imagem & da inversdo de &
em relagdo a y, € uma circunferéncia cujo raio mede ks e o seu centro C* é a imagem de

C sob a homotetia de centro O e razdo k.

Figura 6 — ilustracdo para o teorema
Fonte: Autores

Demonstracdo: Como O ¢é exterior a d, a semirreta Spp de origen O passando por um
ponto P da circunferencia 8, encontra & em um outro ponto Q, ou é tangente a3 em P (e

neste caso Q = P). Ent&o:

oP° 0P 0P 1

0Q OQOP p’

Em que P' é o inverso de P em relacéo a circunferéncia y. Isto demonstra que mostra P’
é a imagem de Q sob a homotetia de razdo k = (r’/p). Segue, juntamente com o lema,

que 8 =&". Logo, a imagem & da inversdo de & em relacéo a y, é uma circunferéncia
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cujo raio mede ks e o seu centro C” é a imagem de C sob a homotetia de centro O e
razéo k.

0

Para terminar de construir o logotipo, considera-se o conjunto formado pelos
dois circulos concéntricos e pelos cinco circulos de raios iguais tangentes a eles ja
construidos, e aplica-se uma transformac&o de inversdo em cada um dos elementos, em
relacdo a uma circunferéncia que cumpre a hipétese do teorema anterior.

A menos que o centro de inversdo seja 0 seu centro comum, 0s inversos dos
circulos concéntricos ndo sao concéntricos, como o que ocorre no logotipo. Além disso,
apos a inversdo, as cinco circunferéncias iguais nao tém mais raios iguais, dando o
aspecto irregular do logotipo.

Os raios das circunferéncias tornam-se mais desiguais quanto mais o centro de
inversdo se afasta do centro dos circulos concéntricos, conforme sera mostrado durante
a realizacdo do minicurso.

Mas observe que as propriedades de tangéncia séo preservadas, em virtude da
injetividade da inversdo, que faz com que o nimero de pontos de intersecédo de figuras
seja preservado mediante a transformacao.

Para produzir a animacgéo do logotipo, sera utilizado o controle deslizante, pois
basta girar o conjunto das cinco circunferéncias de raios iguais na figura original que os
seus transformados por inversdo mudardo de tamanho e posicdo a medida que isto

ocorre.
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