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Resumen

En el Libro de los Lemas, obra de Arquimedes ( 287 a.C. + 75 = 212 a.C.) compuesta
por quince proposiciones referidas a cuestiones de geometria elemental, aparecen tres
(4, 5y 6) donde interviene el arbelos o cuchillo de zapatero: zona limitada por tres
semicircunferencias tangentes de didmetros AB, AC, CB, donde C pertenece al
segmento AB e incluidas en un mismo semiplano. La Proposicion 5 presenta al arbelos
dando nacimiento a dos gemelas: las Gemelas de Arquimedes. Lo que no sospecho
Arquimedes hace 2300 afios es que sus gemelas solo eran las dos primeras. Tanto de
las dos primeras como de las que le siguieron trata esta presentacion.

Introduccion

El presente articulo se propone homenajear a Arquimedes de Siracusa ( 287 a.C. + 75 =
212 a.C.) de quien se cumplen 2300 afios de su muerte. Arquimedes poco escribi6 de
geometria entendida en el sentido euclidiano, sin embargo dejé un tratado —el Libro de
los Lemas- consistente en una serie de quince proposiciones referidas a cuestiones de
geometria elemental. En el libro hay tres proposiciones (4, 5 y 6) donde interviene el
arbelos o cuchillo de zapatero: zona limitada por tres semicircunferencias tangentes de
diametros AB, AC, CB, donde C pertenece al segmento AB e incluidas en un mismo
semiplano. La Proposicion 5 presenta al arbelos dando nacimiento a dos gemelas: las
Gemelas de Arquimedes. Lo que no sospechd Arquimedes en aquel momento fue que
las gemelas no eran solo dos.

Las figuras que aparecen en este extenso fueron hechas primero hace afios en Cabri
Geometre y luego —hace menos afos- en The Geometer’s Sketchpad. El presente texto,
asi como las figuras dinamicas que dieron origen a las figuras en ambos softwares, van a
ser usadas proximamente en un taller donde se promoveré el uso de GeoGebra mediante
la construccion de las mismas.

Gemelas 1y 2: La Proposicion 5 del Libro de los Lemas

Las circunferencias tangentes a CD y a las semicircunferencias de diametros AB, ACy
AB, CB respectivamente, son iguales.

P, R, Q son los puntos de contacto de la circunferencia tangente con el segmento CD y
las semicircunferencias de diametros AC y AB respectivamente. SP es didmetro.
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Los puntos A, Q, P; C,Q, S; R, S, A; R, P, B estan alineados. (Prop. 1 del Libro de los
Lemas: Si en dos circunferencias tangentes construimos diametros paralelos, sus
extremos estan alineados con el punto de tangencia).

T es la interseccion de AR y CD.

En el triangulo (ABT):

TC y BR son alturas que se cortan en P, ortocentro del triangulo, por lo que debe ser AP
1 BT.

Como también AP_L CS tenemos que CS//BT — ST/AT = CB/AB.

Los triangulos (TSP) y (TAC) son semejantes — ST/AT = SP/AC.

De lo anterior: SP/AC = CB/AB — SP = 2rra/r.

El radio de la circunferencia PQR es entonces rir/r.

El razonamiento se puede reiterar para la otra circunferencia llegandose al mismo radio.
Esta es la demostracion de Arquimedes.

Se puede hacer una demostracion alternativa recurriendo al siguiente Previo:
CH altura en un triangulo ABC — AC? — BC? = AH? — BH?

Aplicando el teorema de Pitagoras en (AHC) y (BHC):
AC? - BC? = (AH? + HC?) — ( HC? + BH?) = AH? - BH?

010=AO—A01:(r1+r2)—r1 =rp

Llamando x al radio de la circunferencia tangente a CD vy a las semicircunferencias AC
y AB:

0:0+0OH+x=r—>0H=r-0,0-Xx=r;1—-r,—Xx

En (O,0P) con altura PH:

01P? - OP? = O;H* - OH? —
S(n+x)P=[(ri+r)=-x]1%=(rn-x)?—(ri—r,—x)

S (r+xyY—[(rn+r)-x]1%=(rn-x)"—(r—r—x)>

P2 X2 (R )P+ 2+ )X =X =2 —2rX+ X2 — (-1 )2 +2(r—1,
X=X 2rX +2(r+R)X+2rXx—2(ri—nR)X=(rn+rn)—(rn-rn)

—)(2[‘1 +2r +2r,+2r1—2r; + 2r; )x:(r12+2r1r2+r22—r12+2r1r2—r22

—> 4(rp +r2)X =4,

—>X=rnRlrp+r)
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Gemela 3

La circunferencia de diametro maximo tangente a TU y a la circunferencia de diametro
AB es la 3er gemela.

TUAOD = {V}, TUNAB = {G}.
OV/O.T =GO/GO; - OV =GO x OT/IGO, = (GB + 21, +(r1— rz))rll(GB +2r, + rl) =

= (1 + rA)I(ry + ).
VD = 0D — OV = (1 + 1) — (1> + 1211 + 12) = 2110/,

| ; i i B ; g]? i
A o1 o C 02 B G A 0, O c 0, B

Gemelas 4,5y 6

C’ el pie de la perpendicular a TU por C. La circunferencia de diametro CC’ es la 4
gemela.

T’, U’ los pies de las perpendiculares a CD trazadas por T y U respectivamente. Las
circunferencias de diametros TT’y UU’ son la 5y 6 gemelas.

(CUDT) es rectangulo.
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Gemela 7

D’ el pie de la perpendicular trazada por C a OD. La circunferencia de diametro VD’
es la
72 gemela.

(CC’VD’) es rectangulo —» VD’ = CC”.

D
D
T
¥
CI
U
D'
A 01 o c 02 B
A Ol ¢} C 02 B

Gemela 8
O,T” tangente a la circunferencia de diametro AC. La circunferencia de centro C y

tangente a O,7 es la 8 gemela. Esta 8° gemela también es tangente a la tangente por
O; a la circunferencia de diametro CB.

0,C/0,01 = x/O1T> > X =117 /(r1 + rz) = rrolr.
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Gemelas 9y 10

BT, AU’ tangentes a las circunferencias de diametro AC y CB respectivamente. F, E
las proyecciones sobre AB de los centros de las circunferencias de diametros S’P’y SP.
Las circunferencias con centro F y tangente a BT’ y con centro E y tangente a AU’
son la 9%y 102 gemelas.

y/O1T?> = BF/BO1 — y = [(2r2 — rira/r)ra]/(ry + 2r3) = riro/r.

Gemela 11
01Ny O,M se cortan en S. La circunferencia de centro Sy radio SC es la 112 gemela.

Demostremos que SC es perpendicular a AB: consideremos s 1. AB por S, s n AB =
{S’} -

(r1 + rz)/Ols’ =010,/01S’ = 0O1N/O1S = 01S/01S + SN/O1S =1 + ro/r; = (I’l + rz)/rl —
0,S=r1 > S’ =C.

SC/N02 = 01C/0102 —SC = r1r2/r.

A 01 o c 02 B

GeoGebra Uruguay 2012 ISSN 2301-0185 272



Actos de o UEUGUAY
Conferancia Lafinoameancond de 'r.:' » ‘I 2
GeoGebra -

Gemelas 12, 13y 14

La bisectriz de NOM corta a MN en Q’, la bisectriz de CNQ corta a CQ en N’ y la
bisectriz de QMC corta a CQ en M. Las circunferencias de diametros QQ’, NN’, MM’
son la 122, 132 y 142 gemelas.

Si biz MCN n MN = {C’}, demostremos que S es punto medio de CC’.
SM/SOZZ 801/SN = r1/r2.
O1N/O;1S = O1S/01S + SN/O1S =1 + ro/ry = (1 + 1)/11.
MO,/MS = MS/MS + SO,/MS =1 + 15/ry = (r1 + rz)/rl.
— 0;S/0;N = MS/MO, = r1/(r1 + rz).
C’S/NO; = MS/MO,
CS/NO; = O;S/O;N
— C’S/NO, = CS/INO, - C’S =CS.
Ahora alcanza con recordar que (CNQM) es rectangulo.

Gemela 15

La perpendicular por C a MN corta a la semicircunferencia de diametro AB en R, la
bisectriz de NRM corta a MN en C’. La circunferencia de diametro RC’ es la 15¢
gemela.

Basta recordar que los triangulos (MCN) y (MRN) simétricos.
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Gemela 16y 17

A’, B’ los puntos de interseccion de la semicircunferencia de diametro AB con [as
circunferencias de centros A y B y radios AC y BC respectivamente. A’°, B’ las
proyecciones de A’, B’ sobre la recta CD. Las circunferencias de diametros A’A’" y
B’B’’ son la 16®y 17% gemelas.

En (ABB”):
AB’ =+ (AB*-BB’?%) =

=V [(2r +2r,)* = (21, )] =

= 2\/(r12 + 2r1r )
AB’ A CD = {Q!.
(AB’B) y (AQC) son semejantes —
— QC/AC = BB’/AB’
> QC =AC x BP/AP =

= (2r)(2r2)] 2(r? + 2r1r2)

— QC = 2n1r2/ N(r? + 2r1r2 ) y como
QC =QB’ tenemos QB’ =211,/ \/(r12 + 216 ).

(ABB’) y (B’QB’’) son semejantes b
—B’B”’/B’Q = AB’/AB —

— B’B”’ = AB’ x B’Q/AB

— B’B”’ = [2V(r? + 21112 ). 2rir2/ N(re® + 21152 )]/2(ra + 12)
— B’B”’ =2n112/(r1+ 1)

—> B’B’’ =2n0, Ir.

A o, ©O ck 0,
Gemela 18

La circunferencia inscripta en la region limitada por la semicircunferencia de diametro
AB vy las circunferencias de centros A, B y radios AC, BC respectivamente, es la 18%
gemela.
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En la demostracién se usara el teorema de Stewart:
Si P pertenece al lado AB de un tridngulo ABC — a® x AP + b? xBP = CP? xc + AP x
BP xc.

A partir del teorema del coseno
en (PBC): a* = BP? + CP?— 2. BP. PD
en (APC): b? = AP? + CP?— 2. AP. PD
Multiplicando la primera igualdad por AP y la segunda por
PB y luego sumando tenemos
a®. AP + b®. BP = CP (AP + PB) + AP. BP. (AP + PB)
a’. AP + b?. BP = CP%.c + AP. BP.c

Cuando P es punto medio de AB, CP es la mediana m. y se puede expresar en funcion
de los lados del triangulo: a2 c/2 + b2 ¢/2 = m¢. ¢ + (c/2). (c/2). ¢
[(@%+b%)/2]c=(mZ+c%4).c
m¢? = (a2 + b%)/2 — c?/4

En (ABP), siendo x la medida del radio de la candidata a 182 gemela, se cumple:
OP? = (BP? + AP?)/2 — AB%/4

- [(ro+12) = X2 = [(2ra+ X)? + (2ry + X )?)/2 — [2(r1 + 1) P/4

— (L +12)2 = 2(rL+ )X + X2 = [Ar% + 4roX + X2 + 4r? + 4ryx + X212 — (11 + 1p)?
- (L +12)2 = 2(ra+ 1o)X = 2(r % + 12 )+ 2(r + 1)X — (r + 12)?

- Ari+ )X = 2(r + 12)° = 2(r° + 1)

- 2(ri+ 1o)X = (1 + 1)? — (12 + 1%

- X =2r1r2/2(r1+ 1)

— X=rr/r

Gemela 19

La menor circunferencia tangente a la 18% gemela y que pasa por C es la 19% gemela.

Usando la igualdad de Stewart en (ABP):
[2I’2 + I’1I’2/(I’1 + 1) )]2 (2[’1) + [2]'1 + r1r2/(r1 +1 )]2 (2[‘2) = CPZ.Z(I']_ + I'z) + 2r1. 2!’2. 2(|’1 +1)
) —>
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{[2r2 (r1+ 12) + raro JY(ri+ 12)¥2 (2r) + {[2r: (ri+ 1) + rar Y(ri+12) 32 (2r0) =
CP2.2(r1+ 1p) + 4rirp. 2(r +

rz)—>

(402 (ri+ 1)+ 4rir (4 12) + 12122 Y(re+ 1) ry +
{[4r12 (r1 +I )2 + 4r12r2 (r1 + r2) + r12 r22 ]/(r1 +1 )2}.r2 =
CPZ.(rl + rz) + 4r11; (rl + I'z)
%

[4r1r22 (rl +1 )2 + 4r12r22 (rl + rz) + r13 r22 + 4r12r2 (rl + 1) )2 + 4r12r22 (rl + I'z) + |'12 |'23 ]/(rl
+1 )2 =
CPZ.(rl + rz) + 4111, (rl + rz)
%

[4(r1+ 12)% (rro? + 1%rp) + 8r%r? (ru+ 1) + 1 2 + 121 I+ 12)? =
CPZ.(rl + rz) + 411, (rl + rz)
%

[4r1r2 (rl +1 )3 + 8r12r22 (rl + r2) + r12 r22 (rl +1) )]/(rl +1 )2 =

CP2(r+12) +4rary (r +12)
%

[4rary (L +12)% + 8r%r2 + 12 12 J(r + 12) = CP2(r+ 1) + 4rirp (h+ 1) —
[4rirs (ri+ 12)? + 8r:2r2 + 1212 JI(ry + 12) — 4rarp (ri+ 1) = CPA(r +12) >
9r1°r)? I(r1+ 1) = CP%.(r1+ 1) — CP? = 9r:°r)” [(r1 + 12)° — CP = 3rira /(1 + 12).
Gemela 20

Por el centro de la 18% gemela trazamos una recta perpendicular a AB. La
circunferencia con centro sobre dicha recta y tangente simultdneamente a las
semicircunferencias de diametros AC y CB es la 20% gemela.

) B
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Considerando un sistema de coordenadas con AB como eje de abscisas y CD como eje
de ordenadas tenemos: A( -2r1,0), B(2r,,0).
La circunferencia (Caap ), de centro A y radio AP, tiene ecuacion:
X2+ Y2+ ArX — 121 (Ar + 510) /(L + 12 )2 = 0
La circunferencia (Cg gp ), de centro B y radio BP, tiene ecuacion:
X2 + Y2 — ArpX — 11157 (5ry + 41 )/(r1 + 1) = 0

La interseccion de estas dos circunferencias contiene al punto P de abscisa:
(CA,AP) — (CBBP): (4r1 + 4r, )X + [ r12r2 (4!'1 + 5r2) — r1r22 (5|’1 + 4r, )]/(I’l +1) )2 =0-—>

4(r+ )X+ [, 4 (R 1)+ 12)° =0 -

(r+r2)X+ rrp(r2 — rl)J/(rl"' r)=0-—

X=r1r2(r1 —r2)/(r1+12)
Si H es la proyeccién de P sobre AB tenemos que CH = 16, (r1 — 12 )/(r1 + 12)?
L centro de la “futura’ 20* gemela.
En (O1HL): LH? = (ry + X)* — O;H?
En (OzHL): LH? = (r; + x)? — OzH?
—> (1 + X)2 — 01H2 =(r, + X)2 - 02H2 -
112+ 2rX + X2 — O1H? = 12 + 2rx + X2 — O,H? —
> 12— 1% + 0H = O1H = 2(r — )X —
usando el valor de CH hallado:
S+ [ra—nr (o — )+ )2 P = [r—rara (o —r2)/(r+ r2)2 1% = 2(r2 — ro)x
_)

21+ 12— 2nr? (s —r2)l(ry+ r )+ [ rara (ry — r2)/(ri+ 1)1
12— 2r g (ry — P )t + 1o )= [rara (re — r)(re+ 12)? 1P = 2(ra —
r)x —

X = (M2 + 12+ )2 = (r + )+ 1) > X = /(+n) > X =

Gemela 21

La recta perpendicular a AB por el centro de la 18% gemela corta a la
semicircunferencia de didametro AB en V. La menor circunferencia que pasa por V y es
tangente a la semicircunferencia de diametro 0,0, es la 21% gemela.

A 0l 0 R CH 02 B
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R es centro de la circunferencia de diametro O;0,.
OR+RC=0,C >RC=0,C-04R =
=r— (r1 + rz)/2 = (rl— I'2)/2
RH=RC+CH=
= (11— 12)2 + 1112 (1 — 0R)/(r + 12)°
Usando la igualdad de Stewart en el triangulo (ABV) para el punto R:
BVZ. AR + AV®. BR =
= RV%AB + AR. BR. AB
y el teorema del cateto en ABV:
BH. BA. AR + AH. AB. BR = RV% AB + AR. BR. AB >
BH. AR + AH. BR = RV? + AR. BR >
[2;5 —] rro (e —r2)/(re+ 12)? LI(re+ (ry + r2 )2+ [2r1 + rora (ra — r2)/(re + 122 1. [(r2 + (ry +
r)/2] =
RVZ + [ 1o+ (r1 + r2)/2].[ ra+ (11 +12)/2]
ﬁ

RV2 = 2rirn +2r, (rl +1) )/2 — r12r2 (rl —I )/(rl +1) )2 — (rl +1) )rl I (rl - )/2(['1 +1) )2 +
2010 + 25 (ry + 12)/2 = 1122 (re— 1)/(re + 12)2 + (ry + 1)refa (r — 12)/2(ra + 12)? —
[rary + o (r+ 12)/2 + 1o (v + 12)/2 + (11 + 12)2/4] —

RVZ = Aryr +(r + )2 =i (= 1)+ 1) =1 — (r + 12)42 = (i + 1244 —

RVZ = 3rirp + (1 + 12) 24 — 116, (r— 12 )4(ra + 1) —

RVZ = [12r105(r + )2+ (r + 1) = 4nr (r—12)2 1/ 4(n+ 12 )* -

RVZ= (4nn[3(n+n)— (n—r)’ 1+ (m+r) Yarn+n) -

RVZ = {Arira [ 2(r + 12)° + 4rir ] + (n+ 1) Y 4@+ )’ >

RVZ = [8rarp(ry + 12)2 + 16rr + (r +12)* 1/ 4@+ 12)2 >

RVZ= [ (re+ )2 +4rirp]%14(ri+1,)° >

RV = [ (r+r)*+4nn]/2(n+r)

SV=RV-RS=[(r+r)?+4nrn]/2(rmn+r)—(n+rn)2 -

SV=[(ri+r) +4nrn—(rn+r)’]1/2(h+r)—>

SV =4nr [ 2(ri+ 1) —>
SV =2nr,/(r1+1r2)
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Gemela 22

La recta perpendicular a AB por el centro de la 18% gemela corta a la
semicircunferencia de didmetro 0,0, en K. La circunferencia de didmetro CK es la 22°
gemela.

A 0l 0 R CH 02 B

Usando la igualdad de Stewart en (0O;0,K) para el punto C:

Osz. r+ OlKZ. M= KC2 (rl + rz) + 1 (r1+ rz)
y ahora usando el teorema del cateto en el mismo triangulo:

(O;H. 0105) 11 + (O1H. 0:0,) 1, = KC?. (i + 1) + rira(ri+12)
(r+ ) [ra—rra (e —r)(ri+ 1) ra+ (ro+r2) [ ra+rara(ry — rzgl(r1+ ) ]r=

KC% (ri+ 1)+ rirp (g

+ rz) -
[ Iy — 1l (I’l — rg)/(r1+ r2)2 ] r+ [ I+ rif (rl — I’g)/(r1+ I’g)z] M= KC2 +rrn—-
KC2 =rr,— r12r2 (rl —1I )/(rl +1) )2 + I+ r1r22 (rl - )/(I’l +1) )2 —nrn -
KC?=[rr(ri+ )2 —rrn(—rn) +nrl(—rn)]/ (+n) >
KC?=rir [(ri+ )2 —ri(ri—r2) + (i —12) 1/ (ra+12)° >
KC2 =4 r12r22 / (I’l +1 )2 -

KC =2r1r5/ (r1 + I’z)
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W pertenece a la semicircunferencia de diametro O;0; y es centro de la circunferencia
tangente a las semicircunferencias de didmetros AC y CB. La menor circunferencia que
pasa por W'y es tangente a AB es la 23% gemela.

En un triangulo ABC, lados a, b, ¢ y altura CH se cumple:
CH =2V[s (s—a)(s—b)(s—c)] /c siendos=(a+b+c)/2

Aplicando Pitagoras en (BHC) y (AHC): C
a’=(c—AH)*+CH’
b® = AH? + CH? de donde b
a®—b®=c?—2c.AH > AH=(b*+c*—a®)/ 2c
por lo tanto CH = V{b® — [(b® + c?—a® )/ 2c]*} —
CH = {N[ 4b%c® — (b? + ¢ —a?)?]} 2¢c —>
CH = {N[ (2bc)® — (b® + ¢ —a%)?]}/ 2¢c >
CH=[V(2bc+b?+c?—a®)(2bc—b*—c*+a)]/2c —>
CH={V[(b+c)*-a*][(a*- (b—c)’]} /2c >
CH=[V@a+b+c)(-a+b+c)a—b+c)a+b—-c)]/2c—
Comoa+hb+c=2s— -a+b+c=2(s—-a)
a—-b+c=2(s-hb)
atb-c=2(s-c) —
CH=[2s2(s—a)2(s—-b)2(s—c)]/2c—>
CH=[2Vs(s—a)(s—b)(s-c)]/c

TR

0O R CJ

|
|
|
|
|
|
|
i
A t H B

Llamando x al radio de la circunferencia de centro W que es tangente a las
semicircunferencias de diametros AC y CB, usando el teorema de Pitdgoras tenemos:

L+ X2+ (R +X)2=(r+1R)> > X2+ (L + )X =rr (%)

Usando la expresion hallada para la altura de un triangulo en funcion de sus lados en el
triangulo (0O10,W)

WI=2V[(ri+r+X)rnx]/ (n+n)—>

WI = 2V{rir [X2 + X (r+ )M (1 12) >

sustituyendo por lo obtenido en la ecuacion (*):

WI = [2V(r?rs" )] / (ra+ 12) —

WJ=2rr,/ (I’1+ I’z)
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