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Resumo
Do ponto de vista historico, o conceito de integral contemplou apenas a classe de
funcdes limitadas, definidas em intervalos fechados do tipo [a,b]. Por outro lado, o

estudo dos métodos de integracédo de funcéo evoluiu, originalmente, a partir da nogéo
de somas de riemann, quando integrais de funcdes ilimitadas, descontinuas e definidas
em intervalos do tipo (a,b], [a,b),(-x,b] e [a,+x), passaram a ser objeto de estudo.

Deste modo, neste artigo, trazemos a discussdo de exemplos que detém o potencial de
uma exploracdo diferenciada, desde que apoiada na tecnologia. Mostraremos que 0
software Geogebra permite a extracao de proficuas informagdes conceituais, sobretudo
de natureza geométrica. Seu uso possibilita suavizar a abordagem algoritimico-
procedimental, a qual constitui uma caracteristica questionada por especialistas. Num
contexto mais amplo do ensino do Célculo.
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1. Introducéo

Reconhecidamente, os conceitos de limite, derivada e integral constituem os principais
no contexto do Calculo Diferencial e Integral a Uma Variavel Real — CUV. De modo
particular, quando tratamos da nogdo de integral, discutida nos livros de Célculo, de
modo standard, nos atemos ao estudo de fung¢Ges continuas, definidas em intervalos do

tipo [a,b], para a descricdo da integral de Riemann. Por outro lado, quando lidamos
com funcgdes (continuas) ilimitadas ou fun¢des definidas em intervalos do tipo (a,b] ou
[a,b), deparamos a definicdo atinente as integrais improprias.

Assim, neste artigo, discutiremos e exemplificaremos situacdes envolvendo fungoes

f:(a,b] > IR (resp. f:[a,b)— IR), ilimitadas e continuas. A partir das quais,

definimos [ f(x)dx=lim [ f(Qdx (resp. [ f(x)dx=lim [ f (x)dx), chamada de
a : a 0t Ja

e—0" Ja+
integral impropria. Outrossim, a partir da exploracdo e significacdo, sobretudo de
natureza geométrica e numeérica, proporcionado pelo software Geogebra,
evidenciaremos o significado e comportamento de convergéncia, divergéncia €, mesmo
a possibilidade do comportamento de indefinicdo do objeto supracitado.
Por fim, acrescentamos a importancia do dominio e entendimento das argumentacdes
formais atinentes aos teoremas e propriedades (critérios de convergéncia) doravante
discutidos, entretanto, a mera inspecao e reproducédo de cadeias dedutivas de inferéncias
I6gicas, exigidas em cada demonstragdo, ndo asseguram um entendimento conceitual e
intuitivo dos mesmos. Sendo assim, neste cenario, 0 Geogebra adquire um papel
diferenciado, no sentido de potencializar determinadas abordagens e viabilizar a
evolucdo de um raciocinio heuristico distinguido.
2. Sobre a noc¢ao de integral improépria
Lima (2006, p. 140) explica, de modo sucinto, que, integrais impréprias podem ser de
dois tipos: integrais de funcdes ilimitadas (definidas num intervalo limitado, porém néo
fechado) e integrais de fungdes definidas num intervalo ilimitado. No contexto do
Calculo Diferencial e Integral em Uma Variavel Real — CUV, toda a discussdo inicial da

nocdo de integral, considera as fungdes do tipo f :[a,b]— IR continuas no intervalo

fechado. Deste modo, a integral definida I: f (x)dx ndo se aplica a intervalos do tipo

[a,+o0), (—o0,b] ou (—o0,+), e mesmo quando a fungdo f € descontinua em algum

ponto do intervalo [a,b].
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Por outro lado, antes da apresentacdo deste formalismo, vale comentar a ideia heuristica
(e intuitiva) subjacente a tal conceito. Neste sentido, Bloch (2011, p. 342) explica que

supondo que possuimos uma funcdo cujo dominio é [a,b), “podemos pensar numa
aproximagéo deste intervalo por meio de intervalos do tipo [a,t], onde te(a,b) e t é
pensando como cada vez mais proximo do ponto X =b.”. Deste modo, podemos definir
a integral impropria como “uma fungdo de [a,b), por meio da avaliagdo da integral
ordinaria de uma funcdo em cada intervalo fechado [a,t], e tomando limite de t se

aproximando de b, se o limite existir.” (BLOCH, 2011, p. 342).

Lima (2006, p. 142) define ainda a integral impropria I: f(x)dx, de uma funcédo

f :(a,b] — IR ilimitada e continua, como jb f(x)dx = lim ' f (x)dx . Assim, em cada

£—0"

intervalo do tipo [a+&,b], f é continua, logo, integravel. Todavia, acrescenta que “o

problema é saber se existe ou ndo o limite acima. Se ele existir a integral é
convergente; se ndo existir o limite a integral é divergente.”.

O aspecto importante, pois, é a analise da convergéncia ou divergéncia. Para efeito de
nossa discussdo, vamos considerar um exemplo fornecido por Lima (2006, p. 143).

_[ dx
° J-x3)(1-k?x?)

Neste sentido, consideremos a integral J, = . A argumentacdo do

autor, totalmente de cunho algébrico, é descrita na condicdo em que k € IR, cumpre
k® <1, entdo | converge. Lima (2006, p. 143) comenta que, para valores 0<x<1,

temos que 0<x<1..0<x*<x<1, assim, O0<k®-x*<k®. Segue que

1K <1kt L K, para todo k? <1. Assim, ele compara 0s
JI-KPX V1-K?
termos: ! < ! . ! <K- ! . Segue que
JA=x)A-K33)  {J1-x7) J1-k>®) Ja=x%)

:J'l dx
RN

podemos, entdo, comparar as integrais <J,, onde

—&

dx—K-Iim ————dx=K. I|m arcsen(x)] “=K- lim[arcsen(l-¢)].
e—-0"

J,=K =
I«/lx 0" Jlx

dx T
Fazendo as contas, inferimos que J, =

<), ==
‘[\/(l x2)(1—k2x?) 2
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A declaracéo tacita do autor assegura a convergéncia da integral J,. Na figura abaixo,

1
JA=x3)(L-k?x?)

descrevemos  os  graficos das  funcgdes f(x)=

g(x) =

. Com o ajuste do controle deslizante do software Geogebra,

\h k2 Ja x2)

podemos analisar o comportamento numérico das integrais J, e J,, para valores

0<x<1(J,<1,).

@ GeoGebra (2)
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Figura 1: Descrigdo geométrica de convergéncia

Consideremos agora a seguinte integral J, :_[:M. Reparemos que a fungdo
sen(x)
sex =0 -
f(x)= X . Neste caso, vamos definir
0 se x=0

=I”w a, _J’z” sen(x)dx =_J-37r sen(x)dx

= yeeyen . ASSIM,  passamos a
0 X V3 X 2z X

considerar a série Zai descrita por meio dos numeros &,'s assim definidos. Segue,
i=0

pelo critério de Leibniz (LIMA, 2006, p.40) que podemos verificar a seguinte condicéo

a,,, <a,, seguindo a substituicdo X+ x—~ indicada em Hairer & Wanner (2008, p.

258), converge. A interpretacdo geométrica deste resultado € colocada em destaque na
figura 2. Nela, divisamos regides, nas quais, consideramos regides abaixo do eixo Oy.
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a=0.3

a, =1
. ° U " = = s = ECR aE

Figura 2: Interpretacdo geométrica do comportamento da integral impropria e sua convergéncia
O resultado que garante a producdo de uma ilacdo a respeito do comportamento da

integral J, é evidenciado a partir do enunciado do seguinte teorema, demonstrado em

Hairer & Wanner (2008, p. 259). Apresentamos, pois, seu enunciado.

Teorema (Maclaurin, 1742): Dado uma funcdo f(x)>0 ndo crescente em

[1,0), entdo teremos: Z f (n) converge < J'lwf(x)dx converge .

n=1
Vale comentar que em Binmore (1977, p. 134) encontramos o teorema.

Teorema (Euler-Maclaurin): Dada uma fungdo f(x) continua, positiva e
decrescente em [1,00). Entdo, a sequéncia definida por A, =Zf(k)—f1n f(x)dx é
k=1

decrescente e limitada inferiormente por zero. Ademais, converge.

Neste sentido, Binmore (1977, p. 134-135) comenta que sendo f decrescente, para

qualquer kelIN, escrevemos: f(k+1) S'[kk+l f(x)dx< f(k). Assim, escrevemos:

n+1

A —A = {Z fo-[ "t (x)dx}—{i fo-[ 1 (x)dx} _ { fp-["f (x)dx} |

Segue que An+l _An < f (n +l) —f (n +1) =0.. An+l < An € a seqUénCia {An}nelN

decresce. Ademais, se tem:
n n-1 " n n-1

A=Y f(k)—ZJ'kk ' f (x)dx =" f(k)=) f(k)=f(n)>0.Entdo {A,} & limitada
k=1 k=1 k=1 k=1

inferiormente e monotona (ndo-crescente). Conclusdo, convergira.

Por fim, Hairer & Wanner (2008, p. 260), comentam que seria imprudente definirmos
Iw f(x)dx = Iimfv f(x)dx, se tal limite existisse. Tal procedimento causaria

incorrermos em procedimentos sem sentido mateméatico. De fato, escrevendo
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z=Xx+1l..dz=dx. Assim, se tem zwzlin{ZZI =0 enquanto  que

J'w(x+1)dx=Iim[25]=oo. Deste  modo, deparamos a  seguinte  definicdo

fwf(x)d(:zf;f(x)cbﬁff(x)dx existe, se ambas as integrais do lado direito existirem.

Para concluir esta secdo, destacamos ainda que alguns autores de livros de Historia da
Matematica, como 0 caso de Botazzinni (1986), que indica o interesse peculiar
manifestado por A. Cauchy pelas integrais improprias, chamadas por ele, segundo
Botazzinni (1986, p. 136) por “singular integrals” e devotou boa parte ao seu estudo.
Neste sentido, o autor recorda que Cauchy calculou e analisou 0 comportamento da

X-cos(ax) dx
sen(bx) 1+x

seguinte integral '[: > . Os trabalhos de Cauchy ofereceram impulso ao

estudo das integrais, quando deu indicacdes de extensdo do método, ao estudar funcgdes
que apresentavam descontinuidades. Neste sentido, Boyer (1959, p. 280) recorda que se

“uma funcdo f(x) é descontinua num ponto X, do intervalo de x, para X, a integral
definida, definida como limite, é descrita pela soma J.X°_gf(x)dx+J.; f(x)dx,

quando ¢ se torna indefinidamente pequeno.” (BOYER, 1959, p. 280).

Deste modo, numa perspectiva semelhante a de Grattan-Guiness (1978, p. 279) quando
adverte que a ordem de apresentacdo das teorias formais em Matematica se mostra
justamente no caminho inverso da descoberta histdrica. No préximo segmento,
discutiremos situacdes que permitem uma apresentacdo do que Grattan-Guiness (1978,
p. 279-280) chama de “heuristic presentation” (apresentacdo heuristica). Em seu
entendimento, deparamos apresentacdes formais ou historicas de teorias e, uma
apresentacdo heuristica estaria num local intermediério.

3. Discusséo da nog¢do de convergéncia e divergéncia com o auxilio do Geogebra

. o . . . = dx o
Vamos considerar, inicialmente, as seguintes integrais: |, :L =3 el, :J' cos(x)dx.
X_ —00

O segundo caso foi tomado com inspiracdo no comentario de Bloch (2011, p. 345) que
pontua um erro recorrente nesta categoria de integral. Neste caso, o erro se manifesta ao
tomar de modo simultaneo o limite de nUmeros negativos e positivos, a0 mesmo tempo.

Em termos analiticos, escrevemos a impropriedade:

l, = '[: cos(x)dx = lim J‘; cos(x)dx = lim [sen(x)] ", = !Lrg[sen(t) —sen(-t)] = lim [2sen(t)].

x=t
x=—t
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Neste caso, cabe nos atermos as terminologias estabelecidas na secdo anterior e

distinguir/diferenciar o comportamento de divergéncia do comportamento indefinido.
Com efeito, ao considerar |, = :od_x?) escrevemos, segundo a definicdo
X_

|1: ° X _ = lim td—X= lim |n|t—3|—0]=+oo (diverge), pois, reparemos que tal

X—3 towddx_3 totw

limite possui 0 mesmo comportamento de lim In|x 3| +o0 (ver figura 1) e, com base

X—>+00

no gréfico (em vermelho) abaixo, concluimos que 0 mesmo néo existe.

% GeoGebra

Argquivo Editar Exibir Opedes Ferramentas Jdanela Ajuda
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Mower . Arraste urm objeto D
selecionado (Esc) -

Comportamento de divergéncia
da Integral Imprépria

HE

@Entrada = o || Comando -

Figura 3: A descricdo do comportamento de divergéncia da integral imprépria
Uma andalise numérica detém uma importancia didatica, sobretudo, na conducdo do

. ; = dx o
melhor entendimento do simbolo 1, = vre +oo . Isto significa dizer, formalmente,
X_

que: para cada numero real M >0, obtemos um valor suficientemente grande de

xelR, com x>4, de maneira que Lxd—xszln|x—3|>M. Por exemplo, se
X_

M =1000 =10%, podemos con5|derarj In‘lO500 3‘ 1151,292 > M =1000.

Antes de apresentar alguns resultados formais na proxima secdo, consideraremos a

o = sen(x
seguinte integral L (x)

dx e buscamos prever seu comportamento, apenas com 0

apoio em seu comportamento grafico. A seguinte desigualdade é empregada

1 sen(x)

_?<T<7' Hirst (2006, p. 167) fornece uma argumentagdo informal e

intuitiva, quando declara que “no grafico, podemos ver que a area total é finita [...]
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Assim, a integral pode ser encontrada por meio da subtracdo da &rea total sobre o eixo

Ox pela area abaixo do eixo Ox, sendo assim finita.”.

a= 54498

b=0.14

Descrigdo do comportamento
da integral a partir de seu
comportamento grafico

Figura 4: Hirst (2006, p. 166-167) discute o comportamento geométrico das funcdes integrandas
5. Consideracdes Finais

Como pudemos constatar, a partir de um breve relato dos aspectos historicos, o
surgimento e a sistematizacdo da nogdo de integral imprdpria exigiu, por parte de
varios matematicos do passado, esforco intelectivo e, sobretudo, momentos de
incompreensdo ao lidar com este novo objeto.

Alguns conceitos necessarios ao entendimento desta nogdo tais como, 0 comportamento
geométrico e a nogédo vinculada de convergéncia, podem ser extraidos a partir do uso e
exploracdo do software Geogebra. Deste modo, a partir dos graficos exibidos,
proporcionamos ao estudante o entendimento heuristico das situacdes que discutimos
envolvendo a nogéo de integral impropria.
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